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Z u r  Q u a n t e l u n g  d e s  i d e a l e n  e i n a t o m i g e n  G a s e s  1). 
Von E. Fermi in Florenz. 

(Eingegangen am 24. Miixz 1926.) 

Wenn der Nernstsche W~irmesatz auch fiir das ideale Gas seine Gfiltigkeit be- 
halten soll, muff man annehmen, daft die Gesetze idealer Gase bei niedrigen 
Temperaturen yon den klassischen abweiehen. Die Ursaehe dieser Entartung ist 
in einer Quantelung der Molekularbewegungen zu suehen. Bei allen Theorien der 
Entartung werden immer mehr oder weniger willkiirliehe Annahmen fiber das 
statistisehe Verhalten der Molekiile, oder fiber ihre Quantelung gemaeht. In der 
vorliegenden Arbeit wird nut die yon Pau l i  zuerst ausgesproehene und auf zahl- 
reiehe spektroskopisehe Tatsachen begriindete Annahme benutzt, dab in einem 
System hie zwei gleiehwertige Elemente vorkommen kSnnen, deren Quantenzahlen 
volls~ndig fibereinstimmen. ~[it dieser Hypothese werden die Zustandsgleiehung 
and die innere Energie des idealen Gases abgeleitet; der Entropiewert fiir grebe 

Temperaturen stimmt mit dem Stern-Tetrodeschen iJberein. 

In  der klassischen Thermodynamik wird die Molekularwi~rme (bei 

konstantem Vohlmen) 
3 c ~ ~ k T  (I) 

gesetzt. Wil l  man aber den N e r n s t s c h e n  W~rmesatz aueh auf das 

ideale Gas anwenden k~innen, so mu~ man (1) blot~ als eine Niiherung 

fiir grol~e Temperaturen ansehen, da c im Limes ftir T ---- 0 verschwinden 

muB. Man ist deshalb gen(itigt, anzunehmen, dal3 die Bewegung der 

~[olekiile idealer Gase gequantelt sei; diese Quantelung i~ul]ert sich bei 

niedrigen Temperaturen dutch gewisse Entartungserscheinungen, so dal~ 

sowohl die spezlfische Wi~rme als aueh die Zustandsgleiehung yon ihren 

klassischen Ausdrtieken abweiehen werden. 

Zweek der voEiegenden Arbeit  ist, eine Methode fiir die Quantelung 

des idealen Gases darzustel]en, welche nach unserem Erachten m(iglichst 

unabhi~ngig yon willkiirlichen Annahmen fiber das statistische Yerhalten 

der Gasmolekiile ist. 

In  neuerer Zeit wurden zahlreiehe Versuche gemacht, die Zustands- 

gleichung idealer Gase festzustellen~). Die Zustandsgleichungen der 

versehiedenen Ver~asser und unsere unterseheiden sieh voneinander und 

1) Vgl. die vorl~iufige Mitteilung, Lincei Rend. (6) 3, 145, 1926. 
~) Vgl. z.B.A. Einstein~ Berl. Ber. 1924~ S. 261; 1925, S. 318; M. P lanek ,  

ebenda 1925, S. 49. Unsere l~ethode ist der Einsteinsehen insofern verwandt, 
als die Annahme der statistischen Unabh~ngigkeit der Molekiile bei beiden 
Methoden verlassen wird, obgleieh die Art der Abh~ngigkeit bei uns ganz anders 
ist wie bei E i n s t e in,  und das Endergebnis fiir die Abweichungen yon der klassisehen 
Zustandsgleiehnng sogar entgegengesetzt gefnnden wird. 
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yOn der ldassischen Zustandsgleichung 1o V - -  2Vk T dutch Glieder, welche 
nur bei sehr niedrigen Temperaturen und grol]en Drucken betr~tchtlich 

werdan; leider sind die Abweichungen der realan Gase von den idealen 
gerade unter diesen Umstanden am gr~il]ten,.so dal] die an sich gar nicht 
unbedeutendea Entartungserseheinungen bisher nicht beobachtet werden 
konnten. Es ist iedanfalls nicht tmm(iglieh, daft eine tiefere Kenntnis 
der Zustandsgleiehungen der Gase gestattan wird, die Entarttmg yon den 
iibrigen Abweichungen yon der Gleichung io V ----- 2Vk T zu trennen, so 
dal] eine experimentelle Entseheidung zwisehen den versehiedenen Ent- 

artungstheorien miiglich wird. 
Urn die" Quaatenregeln auf die Bewegung der Molekiile unseres 

idealan Gases anwenden zu k(~nnen, kann man verschiedenartig verfahren; 
das Endergebnis bleibt iedoeh immer dasselbe. Z .B .  kiinnen wir uns 

die ~[olekiile in ein parallelepipedisehes Gef~l} mit elastiseh reflektierendan 
Witnden eingesehlossen denken; dadurch wird die Bewegung des zwischan 
den Wanden hln und her ~]iegenden Molekiils bedingt periodlseh trod 
kann deshalb quantlsiert werden; allgemelner kann man sich die ~Iolekiile 
in ein derartiges aul]eres Kraftfeld eingesetz~ denkan, dal~ ihre Bewegtmg 
bedingt periodisch werde; die Annahme, dal] das Gas ideal ist, erlanbt 

uns, die meehanischan Wirkungen der Molekiile aufeinander zu vernaeh- 
l~ssigen, so da~ ihre meehanische Bewegung sich nur unter dem Einflnl~ 

der ~u~eren Kraft vollzieht. Es ist iedoch ersichtlieh, dal} die unter der 
Annahme der vollstandigen Unabh~tngigkeit der Molekiile voneinander 
aus~'e~tihrte Quantelung der Molekularbewegungen nicht hinreichend ist, 
uns Reehenschaft von der erwarteten Entart/mg zu geben. Das erkenn~ 
man am besten an dem Beispiel der in einem Gefal] eingeschlossenen 
Molekiile dadurch, dal], wenn die linearen Dimensionan des GeIal]es wachsen, 
die Energlewerte der Quantenzustande jedes einzelnen Molekiils immer 
dichter werden, so dal3 ftir Gef~e  makroskopiseher Dimensionen berei~s 
ieder Einflu~ der Diskontiauitat der Energiewerte praktiseh verschwindet. 
Dieser Einflul] hitngt au~erdem yon dem Volumen des Gef~es  ab, aneh 
wenn die ZaM der im Gefa~ enthaltanen Molekiile so gew~Mt wird, dal~ 
die Diehte kons~ant bleibt. 

Dureh eine quantitative Bereehnung dieses Saehverhaltes 1) kann 
man sieh iiberzeugen, dal3 man nut dann eine Entartung der erwarteten 
Gr(il~enordnung erhi~lt, wenn man das Gefal] so klein wiihlt, daft es im 
Mittel nur noeh ein Molekiil enthalt. 

1) E. Fermi, Nuovo Cim. 1, 145, 1924. 
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Wir sprochen deshalb die Vermutung aus, daft zur Quantelung idealer 
Gase eine Zusatzregel zu den Sommer fe ]dschen  Quantenbedingungen 
nStig sei. 

Nun wurde kiirzlich yon W. P au l i l ) ,  im Anschlul~ an eine Arbeit 
yon E. C. S t o n e r  ~), die Regel aufgestellt, dal~, wenn in einem Atom ein 
Elektron vorhanden ist, dessen Quantenzahlen (die magnetisehen Quanten- 
zahlen eingeschlossen) bestimmte Werte haben, so kann im Atom kein 
weiteres Elektron existieren, dessen Bahn dutch dieselben Zahlen charak- 
terisiert ist. Mit anderen Worten ist eine Quantenbahn (in einem ~ul~eren 
magnetischen Felde) bereits yon einem einzigen Elektron vollst~ndig besetzt. 

Da diese Paul i sche  Regel sich in der Deutnng spektroskopiseher Tat- 
saehen als aul]erst fruehfbar erwiesen hat 8), wollen wit versuchen, ob sie 

nicht etwa auch ftir das Problem der Quantelung idealer Gase brauchbar sei. 
Wir werden zeigen, dal~ dies in der Tat der Fall ist, und dad die 

Artwendung der Paul isehen Regel uns erlaubt, eine vollst~ndig konse- 
quente Theorie tier Entartung idealer Gase darzustellen. 

Wir werden also im folgenden annehmen, dal~ hiichstens ein Molekiil 
mlt vorgegebenen Qnantenzahlen in unserem Gase vorhanden sein kann; 
als Quantenzahlen kommen dabei nieht nur die Quantenzahlen in Betracht, 
welche die inneren Bewegungen des ]~[olekiils, sondern aueh die Zahlen, 
welche seine Translationsbewegung bestimmen. 

Zuerst miissen wir unsere Molekiile in ein passendes auBeres Kraft- 

feld einse~zen, so dal~ ihre Bewegung bedingt periodisch werde. Das 
kann auf unendlich viele Weisen geschehen; da aber das Resu]tat yon 
der Wahl des Kraftfeldes nicht abhangt, wo]len wir die Molekiile einer 
zentralen elastischen Anziehung naeh einem festen Punkte 0 (Koordinaten- 
sprung) unterwerfen, so da$ ~edes Molektil einen harmonischen Oszillator 
bilden wird. Diese Zentralkraft wird unsere Gasmenge in der Umgebung 
yon 0 halten; die Gasdichte wird mit der Entfernung yon 0 abnehmen 
und fiir unendliche Entfernung verschwinden. Sei v die Eigenfrequenz 
der Oszillatoren, dann ist die auf die ~[olekiile wirkende Kraft durch 

4 ~v ~ v ~ m  r 

gegeben, we m die Masse der Molekiile and r ihre Entfernung yon 0 
darstellt. Die potentielle Energie der Anzlehungskraft ist dann 

u ~ 2 ~ v ~ m r  ~. (1) 

1) W. Pauli jr., ZS. f. Phys. 81, 765, 1925. 
2) E. C. Stoner,  Phil. Mag. 48, 719, 1924. 
3) Vgl. z. B. F. Band, ZS. f. Phys. 88, 345, 1925. 
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Die Quantenzahlen des yon einem Molekiil geMldeten Oszillators 

seien sl, s v s v Zur Charakterisierung des Molektils sind eigentlieh diese 
Quantenzahlen nicht hinreichend, denn dazu miil]te man auch die Quanten- 
zahlen der inneren Bewegungen angeben. Wir wollen uns aber auf ein- 
atomige Molekiile beschranken, und weiter wollen wit annehmen, da~ alle 
in unserem Gase vorkommenden Molektile sieh im Grundzustand befinden, 
und dal~ dieser Zustand einfaeh (magnetiseh unzerlegbar) ist. Dann 
brauehen wir uns um die inneren Bewegungen nieht zu ktimmern, und 
wir kSnnen uasere Mo]ekiile einfach als Massenpunkte ansehen. Die 
Paul ische  Regel lautet deshalb fiir unseren Fall: Es kann in der ganzen 
Gasmenge hiiehstens ein Molekiil mit vorgegebenen Quantenzahlen sl, s v s s 
vorhanden seln. 

Die totale Energie dieses Molekiils wird durch 

w ~ hv ( s  1 + s  2 + s ~ ) - -  h v s  (2) 

gegeben. Die totale Energie kann deshalb ein beliebiges ganzzahliges 
Vielfaehes yon h v sein; der Wert  s h v kann iedoch auf viele Weisen 
realisiert werden. Jede RealisierungsmSglichkeit entspricht einer LSsung 
der Gleichung 

s ~ s~ + s~ + s~, (3) 

wo Sl, s2, s~ die Werte 0, 1, 2, 3, . . .  annehmen kSnnen. Bekanntlich 
hat Gleichung (3) 

(s + 1) (s + 2) 
Q~ ~ 2 (4) 

Liisungen. Die Energie Null kann deshalb nur auf eine einzige Art 
realisiert werden, die Energie h v auf drei, die Energie 2 h v auf sechs usw. 
Ein Molektil mit der Energie s h y  werden wir einfaeh ein ,,s"-Molekiil 
nennen. 

Nach unseren Annahmen k(innen nun in der ganzen Gasmenge 
h(ichstens Qs ,s"-Molekfile vorkommen; also hiichstens ein Molekiil mi~ 
der Energie ~ull, hiichstens drei Molektile mit der Energie hv, hiiehstens 
seehs mit der Energie 2 h v usw. 

Um die Folgen dieses Tatbestandes klar iibersehen zu kSnnen, wollen 
wir den extremen Fall betrachten, dal] die absolute Temperatur unseres 
Gases Null sei. Sei s die Zahl der Molekiile. Beim absoluten ~lull- 
punkt mui] sich das Gas in dem Zustand kleinster Energie befinden. 
Ware nun keine Einschrankung fiir die Zahl der Molekiile einer gegebenen 
Energle vorhauden, so wiirde sich iedes Molekiil im Zustand der Energie 
Null (s 1 ~--- s~ = s a ~ 0) befinden. Naeh dem Vorhergehenden kann 
aber h(iehstens eln Molekiil mit der Energie Null vorkommen ; ware desha]b 



906 E. Fermi, 

N - -  1, so wiirde das elnzige Molektil beim absoluten Nullpunkt den 
Zustaud der Energie Null besetzen; ware N - - ~  4, so wiirde eiu Molekiil 

den Zustand der Energie Null, die drei iibrigen die drei Pl~tze mit 
der Energie h v  besetzen; w~re s ~ 10, so wtirde sich ein Molekiil am 
Platze mit der Energie Null befinden, drei andere an den drel P]~tzen 
mi~ der Energie hv, und die seehs iibrigen in den seehs Pl~tzen mlt der 

Energie 2 h v usw. 
Beimabsoluten Nullpunkt zeigen deshalb die Molekiile unseres Gases 

eine Art  sehalen~Srmigen Aufbau, der eine gewisse Analogie zur sehalen- 
artigen Anordnung der Elektronen in einem Atom mit mehreren Elek- 

tronen aufweist. 
Wir wo]len ietzt untersuchen, wie sieh eine gewisse Energiemenge 

W ~ E h v  (5) 

(• ~ gauze Zahl) zwischen unseren N Molekiilen ver~eilt. 
Sei 5V8 die Zahl der ~[olekiile, die sich in einem Zustand mit der 

Energies  h v befinden. Nach unseren Anna]amen ist 

~V8 _< Qs. (6) 

Man hat weiter die Oleiehungen 

N, = N, (7) 

sN~ = E, (~) 

welche ausdriicken, dal] die Gesamtzahl bzw. die Gesamtenergie der 

Molekiile gleieh N bzw. E h v ist. 
Jetzt wollen wir die Zahl _P soleher Anordnungen unserer N Mole- 

kiile berechnen, dull sieh 2V o anf Pl~tzen mit der Euergie Null, N 1 auf 

Plittzen mit der Energie h v, 2V~ auf Pl~tzen mit der Energie 2 h v usw. 
befinden. Zwei Anorduuugen sollen dabei als gleich angesehen werden, 
wenn die von den Molekiilen besetzten Platze dieselben sind; zwei An- 
ordnuugen, welehe sich uur dureh eine Permutation der Molekiile auf 

ihren Platzen uuterseheiden, siud deshalb als eine gleiche Auordnung an- 
zuseheu. Wiirde man zwei solche Anorduungen als verschieden ansehen, 
so wtirde man 2 mit der Konstante N! multiplizieren miissen; man 
kiiunte aber leicht einseheu, dab dies auf das folgende keineu Einflul~ 
haben wiirde. Im oben erklarten Sinne ist die Zahl tier Anordnmagen 
yon Ns Molekiilen au[ den Qs Pl~tzen der Euergie s h v durch 
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gegeben. Wir finden deshalb ftir P den Ausdruck 

Man bekommt die wahrseheinlichsten W erte der Ns, indem man das 
Maximum yon _P mit den Einschr~nkungen (7) and (8) such.~. Dureh 
Anwendung des S t i r l lngsehen  Satzes kann man, mit fiir nnseren Fall 
geniigender Annaherung, schreiben: 

log 2, ___ : E  log = - -  ~ N~ tog Qs - -  2r ~ Qstog Qs 

Wir suehen also die Werte der Ns, welche (7) und (8) geniigen, und fiir 

welehe log P ein Maximum wird. ]~an finder: 

a e _ ~  s ~ N~ 
Q. - -  Ns'  

wo t~ und ~ Konstante darstellen. Die vorige Gleiehung gibt uns: 

t,e-~S 
~V s ~--- Qs 1 q_ ae_~  ~ �9 (11) 

Die Werte yon ~z and fl k~Jnnen dureh die Gleiehung (7) mad (8) bestimm~ 
werden, oder umgekehrt kann man ~ und fl als gegeben ansehen; dann 
bestimmen (7) und (8) die Gesamtzahl und die Gesamtenergie unserer 
Molekfile. Wir finden namlich 

tz e-- fl s I 

0 �9 (12) 
[Z e--13s [ 

J h v  o 

Die absolute Temperatur T des Gases ist eine Funktion yon N 
und E oder aueh yon ~ und~.  Diese Funktion kann naeh zwei Me~hoden 

bestimm~ werden, welehe iedoeh zum' sdben Resulta~ ffihren. Man k~nnte 
z. B. nach dem Bol~zmannsehen I)rinzip die En~ropie 

S z klog_P 

setzen und dann die Temperatur nacti der Formel 

d W  
T - -  

d S  

berechnen. Diese Methode hat iedoch, wie alle auf dem Bo l t zmannschen  
Prlnzip beruhenden Methoden, den Nach~eil, dal3 man ftir ihre Anwendung 
einen mehr oder weniger willkiirlichen Ansatz fiir die Zustandswahrsehein- 
lichkeit braueht. Wir ziehen deshalb vor, fo]gendermal]en zu verfahren: 
Beachten wit, dal3 die Dieh~e unseres Gases eine Funktion der Ent- 
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fernung ist, welche fiir unendliche Entfernung verschwindet. Ftir un- 
endlich gro~es r werden deshalb auch die Entartungserscheinungen auf- 

i 

hSren, und die Statistik unseres Gases in die klassische iibergehen. 
Insbesondere mul~ fiir r ~ - - cc  die mittlere kinetisehe Energie der 
~[olekiile 3 k T / 2  werden, und ihre Geschwindigkeitsverteilung in die 
Maxwel l sche  iibergehen. Wir kSnnen also die Temperatur aus der 
Geschwlndigkeltsverteilung in dem Geblet unendlich kleiner Dichte be- 
stimmen; und da die ganze Gasmenge auf konstanter Temperatur ist, 
werden wir zugleich die Temperatur auch fiir die Gebiete hoher Dichte 
kenaen. Zu dieser Bestimmung werden wir uns sozusagen eines Gas- 
thermometers mit einem unendlieh verdiinnten idealen Gase bedienen. 

Zuerst miissen wir die Diehte der Molekiile mit einer kinetischen 

Energie zwlschen L und s ~- d L in der Entfernung r berechnen. Die 
totale Energie dieser Molekiile wird nach (1) zwischen 

Z ~ - 2 ~ v  ~ m ~  und L ~ - 2 ~ v  2mr  2 - ] - d Z  

liegen. Nun ist die totale Energle eines ~Kolekiils gleich s h y .  Fiir 
unsere Molekiile mull s deshalb zwischen s und s -~- ds  liegen, wo 

L 2 ~ v m  9. dL__. (13) 
s ~ - -  h r ,  dS ~ h v  

Betrachten wir ietzt ein ]~Iolekiil~ dessen Bewegung durch die Quanten- 
zahlen sl, s~, s a charakterisiert ist. Seine Koordinaten x, y, z sind dutch 

x = 1 / H - ~ l o o s ( 2 ~ t - - ~ l ) ,  y = 1 / ~ o o s ( 2 ~ t - - ~ . ~ ) ,  ~ 
(14) 

: 1/~ss~ cos (2 ~ v t - ~) ! 

a]s Funktionen der Zeit gegeben. Dabei ist 
h 

- -  ( 1 5 )  H ~ 2 ~ r ~ m  

gesetzt worden; ~1, ~2 und a~ bedeuten Phasenkonstanten, welche mit 
g!eieher Wahrseheinlichkeit iedes beliebige Wertesystem annehmen k(innen. 

tIieraus und aus den Gleichungen (14) folgt, dal~ I xl < 1/~s~, 
l yl <~ 1/Ks~, I~1 < 1 / ~ ,  und da6 die Wahrscheiniichkeit, dall x ,  y ,  z 

zwischen den Grenzen x und x -}- d x, y und y + d y, z und z 4- d z liegen, 
folgenden Ausdruek hat: 

d x d y d z  

~3 t/(Hsl __ x'~) (Hs2 __ y'~) (Hs~ - -  ~2) 
Wena wir nieht die einzelnen Werte yon s~, s~, sa, sondern nur 

ihre Summe kennen, so ist unsere Wahrscheinlichkeit dureh 
1 d x d y d z  1 

Qs ~3 ~ t /(Hs~ - -  x ~) (Hs~ - -  y~) (Hs~ - -  z ~) (16) 
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ausgedriickt; die Summe ist auf alle ganzzahligen L~sungen der Glei- 

chung (3) zu erstrecken, die den Ungleichungen 

H s 1 ~ x ~, H s~ ~ y2, H s 3 ~ z  ~ 

geniigen. Wenn wir die Wahrscheinlichkeit (16) mit der Anzahl N s der 

, s "-]~olekiile multiplizleren, so bekommen wlr die Zahl der ,,s "4[olekfile, 

die im Vohmenelement d x d y  d z  enthalten sind. Unter Bertieksiehtigtmg 
yon (11) linden wir also, dal] die Diehte der ,,s"-Molekiile am 0rte  

x, y, z dureh 
~e - i l  s 1 1 

n~ - -  1 ~- ~z e - i l  ~ ~a " ~  ) / ( H s l  __ x 2) (Hs~ - -  y2) (Hsa __ z ~) 

gegeben ist. Fiir hinreichend grol]es s kann man die Summe durch ein 

zweifaches Integral  ersetzen; naeh Ausfiihrung der Integrationen finden wir 

2 ~ e - i l ~  ~ H s - - r  ~. 
ns ~ ~ H2  1 ~ - ~ e - i l  s 

Mit Benu~zung yon ( 1 3 ) u n d  (15) finden wir ietzt, dal] die Dichte der 

]~olekiile mit einer kinetischen Energie zwischen L und L - 4 - d a b  am 

Orte x, y, z ~olgenden Ausdruek hat: 
_2~2~m~r  2 IIL 

2 ~ (2m)3/" ~e h e a .  
n (L)  d L  ~ n8 ds  - -  ~/]. d L  (17) h3 2~2 ~milr2 flL 

1 ~- ere h e h, 

Diese Formel.  mull mit dem klassisehen Ausdruek des ~[ a x w e 11 sehen 

Verteilungsgesetzes vergliehen werden: 

n* (L) dab = K ~ Z .  d L e - L / k T .  (17') 

Man sieht dann, dal] im Limes tiir r ~ r (17) in (17') iibergeht, wenn 

man nur  

h v  
= k ~  (18) 

setzt, aetzt kann (17) folgendermal~en geschrieben werden: 

A e - I . I k r  
h a 1 -~- Ae- -LI  kT '  (19) 

WO 
g ~ 2  y2 ~ t  r 2 

A = ~ e k r (20) 

Die Gesamtdichte der Molekiile in der Entfernung r wird ~etzt 
ao 

(2 ~ m k Y)~12 
n ~ | n(ab)dab - -  h8 F ( A ) ,  (21) 

0 
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wo gesetzt worden ist: 

s  = ~ j  l ~ - A e -  �9 " (22) 
0 

Die mittlere kinetlsche Energle der Molekiile in der Entfernung r ist 
oo 

~__- 1 I Z n ( Z )  d L  : 3 ~m G(A) ~ ~ ~ ,  (23) 

W O  o o  

4 [" A x 3 / ~ e - ~ d x  
(d) = 3 V~ J i T ~ (24) 

0 

Mittels (21) kann man A als Funktion yon Dichte und Temperatur be- 
st~mmen; wenn man den gehmdenen Weft in (19) und (23) einsetzt, so 
bekommt man die Geschwlndigkeltsverteilung and die mittlere klnefische 
Energie der Molekiile als Funktion von Dichte and Temperatur. 

Zur Aufstellung der Zustandsgleichung wenden wlr den Virialsatz 
an. Nach diesem ist der Druck dutch 

2 - G (A) (25) 
1o ~ -ff n .L ~ n k T F ( A ) 

gegeben; der Wert voa A ist '~wieder aus (21) als Funktion yon Dichte 
mad Temperatur zu entnehmen. 

Ehe wit weitergehen, wollen wir einige mathematische Eigen- 
schaften der eingefiihrten Funktionen F (A) und G (A) darstellen. 

Fiir A ~ 1 kaim man beide Funktionen durch die konvergierenden 
Relhea 

A~ A3 / 
F(A)  ~ A - - ~  ~- 33/2 . . . .  , 

A~ A3 (26) 
~ ( A ) ~ A - - ~ + 3 ~ - -  �9 

darstellen. Fiir grol~es A hat man die asympto~ischen Ausdriicke 

F ( A ) _  4 0ogA)3~ 1 +  + . . .  , 
3 ~'~ 8 (log A) ~ (27) 

G(A)-- 8 [ 5~ 1 /  15 ~ (log A)5/~ ] q- 8 (log A) ~ + . . . .  

Es gilt weiter die Beziehung 

d G (A) _ d log A. (28) 
F ( A )  
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Wir miissen noeh eine andere, durch die Beziehungen 

(A) F(A) - -  1 (29) 

definierte Funktion P (O) ein[iihren. Fiir sehr grol]es bzw. sehr kleines O 
kann P (O) mit den ~aherungsformeln 

I 1 I 
bzw. (30) 

321~i/~( 5 . 2 2 1 a ~ % 0 ~ + . . .  I 
(0)  - -  5 . 2 ' ~  1 ~- 3 ~  

Mit Benutzung yon (29), (28), (27) erkennt man berechnet werden. 
weiter, da$ 

O 

f d P ( O ~ _ _  5 G(A) 21ogA. (31) 
0 3 F(A) 3 

o 

Wit sind ietzt imstande, aus der Zustandsgleichung (25) und der 
Gleiehung (2~.) den Parameter A zu eliminieren, und wir ~inden den 
Druck und die mittlere kinetische Energie der Molekiile als explizite 
Funktionen yon Diehte und Temperatur: 

h2nS/3_p ~ m k T ~  
P - -  2 z m  (2 (32) 

2 v - -  3 h n-]a 1 2 ~ m k T ' ,  L - -  P ~  I (33) 
2 )" 

Im Grenzfall sehwaeher Entartung (T grol] und n klein) nlmmt die 
Zustandsgleiehung folgende Form an: 

{ 1 h~n 1 
p - - - - n k T  1~- 160rmkT)312 T . . . . .  (34) 

Der Druck ist also griil~er als nach der klassisehen Zustandsgleiehung 
(.p z n k T ) .  Fiir ein ideales Gas mit dem Atomgewicht yon Helium, 
bei T ~ 50 und einem Druek yon 10 A~m. betragt der Unterschied 
etwa 15 1)roz. 

Im Grenzfa]l grol3er Entartung nehmen (32)und (33) die Form 
1 / 6 ,,213 h 2 n~l "~ 2% ~Sl.~ m n~13 k ~ T 2 

- =  ~ { \~-/) .~ + 3~/~ h~ + " "  (35) 
- ' ' ~  ' 2 9 -~= 3 (6'~',ah'n'13 2~/a~81.~ m k 2 T  2 

40 \~r.] m ~- 3213 h~n213 -{- "'" (36) 

an. ]~Ian erkennt hieraus, dal] die Entartung einen Nullpunktsdruek und 
eine Nullpunktsenergie zur Folge haL. 
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Aus (36) kann man auch die spezifische W•rme fiir tiefe Tempera- 

turen berechnen. Man finder 

d ~ 2% ~s/a m k S T 
r - -  d T - -  32Ia h2 n213 ~ . .. (37) 

Man erkennt, daft die spezifische Warms  beim absolutsn Nul lpunkt  

verschwindet,  and zwar daft sle ~iir tiefe Temperaturen dsr  absoluten 

Temperatnr proport ional  ist. 

Zuletzt  wollen wlr  zeigen, dal] unsere Theorie zum S t e r n - T e t r o d e -  

schen W e f t  fiir die absolute Entropie des Gases ttihrt. Dureh Anwendung 

yon (33) finder man in der Tat  

T O 

S = n  T - -  2 nk 0 
0 o 

(31) gibt  uns ietzt  

S :  n k l  5 G(A) } 
2 IF(A) log A , (38) 

wo tier W e r t  yon A wieder aus (21) zu entnehmen ist. Fi i r  hohe 

Tempsraturen Iinden wir  deshalb mit  Anwendung yon (26) 

A - -  n h 3 G (A) __ 1. 
( 2 ~ m kT)  3I~' IF(A) 

(38) glbt  uns da-n 

{ (2~mkT)3`~ 2}  
S ---  n k log n h 3 + 

{3 (2~ m)Sh k312 e~/~_} 
= ~ k ~- log T - -  log n + log h3 , 

was mit  dem Entropiewert  yon S t e r n  und T e t r o d e  tibereinstimmt. 


